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1. Fie functia f:R - R, f(x)=x"+mx+m’, me R, fixat.
2

3m
(VY R.
J (V)xe

a) Demonstrati cd f (x)2

b) Determinati valorile parametrului me R pentru care varful corespunzator parabolei asociate
acestei functii are coordonate egale.

Solutie:
3m’ 2 m? m\’ .

a) f(x)= & x +mx+720<:> X+ >0, adevirat (V)x€ R. .occovvererereecerienne. 3p

A . . m 3m’
b) Varful parabolei asociate este V T T | s 2p

=0
. m  3m’ ™
Din ——= D ettt e et eh bt e e bt e e bt e et e e e bt e e bt e e bee et e sbeeeeaae 2p
2 4 m2 = —5

2. 1n trapezul ABCD (AD|| BC), fie M mijlocul segmentului [CD] si N mijlocul segmentului [AB].
a) Demonstrati ca MN = —% . (E + ﬁ’)

b) Deduceti ¢ (MN)||(BC).

¢) Demonstrati cd MN:%-(AD+BC).
Solutie: A D
N M
/ N
B C
2) MN:MT)+BA+A‘1\7:%EE+BA+%.ZE ........................................................................... Ip
W=M—C+@+ﬁ=—%-@+@—%-ﬁ ......................................................................... Ip

Aduniand, membru cu membru, egalitatile de mai sus obtinem: 2-MN = DA+CB =

W:—%.(ADJFBC) ............................................................................................................... 2p



b) AD||BC=(3)t>0 astfel INCAt AD =1-BC ...oovvvvoererrereoeessesvooeenesssssessssssssss s 1p

W:—’—;-R‘:W $i BC, paraleli = (MN)[[(BC) eevroooeereoeeseseeeseseessseesssseesesee 1p

R s
2 2

[BE|= L BEHBC _ADEBC e Ip
2 2

C) ‘W‘ =

3. Un turist se deplaseaza pe un aeroport utilizind o banda rulantd de 300 metri lungime care are
. . km . . e .. .
viteza de miscare 4 W Notam cu A, respectiv B extremitatile benzii rulante. (A, extremitatea

initiald si B extremitate finala). Turistul vrea s stabileascd urméatoarea performanta: sa parcurga
traseul de la A la B si Tnapoi la B, fard oprire, cu o vitezd constanta. Stiind cad acest drum este
parcurs in 10 minute si 48 de secunde, sa se determine viteza turistului.

Solutie:

. . . km . .
Fie v, viteza in T a turistului.

Lungimea benzii este de L = 0,3 km.

De la A la B, turistul are ViteZa v, = V+4 ..o Ip
Timpul necesar parcurgerii distantei [AB] este ¢, = vOT ................................................................ 1p
De la Bla A, turistul are ViteZa vy =V —4 ...occoiiiiiiiiiiiiiii i Ip
Timpul necesar parcurgerii distantei [BA] este ¢, = 0. 34 ................................................................ Ip
Timpul total necesar parcurgerii distantei A — B —;} A este t = 10 minute i 48 secunde =

zg ore + Ore = 0,180 oo Ip
t,+1,=0,18= VO_;_34 + v0;34 =0,18=3’—10v—48=0=v, = —g ( nu convine) ;

v, = 6% (VITEZA TUTISTULUL) vttt e e e e e e e e e e e e staa e e e e e e e e snrreaees 2p

4. O firma doreste si-si dubleze in doi ani productia pentru un anumit produs. Cu céte procente

trebuie sa creasca productia 1n fiecare an pentru a atinge acest obiectiv ? (ﬁ =1, 4142) .

Solutie:
Fie P, productia anuala obtinuta de firma pand in momentul primei cresteri de (% .........c..ccouee.... Ip
La sfarsitul primului an productia obtinuta este (1 + ﬁj TP e 1p
¢ 2
La sfarsitul anului al doilea productia obtinuta este (1 + ﬁj P Ip
¢ 2
Din enunt 1€ZUItA CA | 14— | - P = 2P oottt ettt ettt st e e es 1p
100

2
| =22 14+ =42 =1 =100 (~1£+2) =1, =~241,42 (nu convine),
100 100

By = AL A2 (SOIULIE) w.viiiiiiiii it e 2p
Asadar in fiecare an productia trebuie s creascd cu 41,42% .......cocceeveeneenvinniinieniiiieeeeeeeee Ip
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1. Si se determine functia f:N" — N, astfel incat:
a) f(1)=2015;
b) f(m+n)=f(n) f(m),(V)n,me N’

Solutie:

Din b), pentrum = 1, avem f (n+1)=2015- £ (1), (V)1 N .o 2p
F(1)=2015= £(2)=2015: F(1) =2015% oot Ip
Presupunem € f (71) = 2015" ..ottt 1p
Din f(n+1)=2015-f(n)=> f(n+1)= 2015 e 2p
Conform inductiei matematice rezultd ca f (n) =2015", (V)n ENT e Ip

2. Sedifunctia f:D—>R, f(x)=log;_ (x+5).
a) Aflati domeniul maxim de definitie al functiei f.
b) Rezolvati ecuatia f(x)=2.

c¢) Calculati aria triunghiului format de origine si punctele de intersectie ale graficului functiei f
cu axele de coordonate.

15-x>0
a) Conditiile de existentd: <15 =X F 1 oo e Ip
x+5>0
Obtine x€ (=5,15)\{14} = D =(=5,15)\ {14} oo e Ip
b) f(x)=2=10g;5 , (X+5)= 2= X+ 5=(15=X)" torrrrroooocceeeeseeeeee e 1p
Rezultd cd x* —31x+220=0=> x,=20¢ D (nuconvine) si x, =11e D (solutie) ........cccccceeeuee. 1p
c) Gfm(Ox):f(x):0:x+5:1:>x:—4e D= A(=4,0) oo, 1p
G, N(0y)= f(0)=10g,55>0=>B(0,10855) wrvvorrrmreriineriieeriieciieeiesie e 1p
y
A os szoBzﬂongS ......................................................... Ip
B(0, log 5) )

A(-4.0) [O



3. Se considera dreptele: (d,):x+y=0,(d,): y=4x-10si punctul A(0,5). Calculati perimetrul si

aria paralelogramului care are un varf in punctul A, iar (d;) si (d2) sunt drepte suport pentru
doua dintre laturile paralelogramului.

Solutie:
A(0,5)e (d,) si A(0,5)& (d,)=(d,)n(d,)={C}, unde C este varful opus varfului A ............. 1p
=0
(@) () =4 T T o C(272) ettt Ip
y=4x-10
FIGUIA COTECLA ...oiiiiiiiie ettt et ettt e e ettt e st e sttt e s bt e e sabeesbaeenseesaseeesabeeesseasnsaesnnseesnseeanns Ip

(AB)(d,)= (AB): x+y =5,
(AB)A(dy) = B(3.2) coooeooesosssseseses 1p
(AD)||(d,)= (AD):y=4x+5

(AD) A (d,) = D(~L1) oo Ip

AB=3J2: AD =17 =

c(2,-2) P=2-AB+2-AD =62 +2V17 coceovvvenenc..... 1p
5
P hA=d(A,(d1))=—2.
o =AB -, =15 oo, 1p

4. Pentru buna desfisurare a olimpiadei de matematica aplicata au fost alocate 7 cabinete si 7 chei
distincte, fard a se preciza cheia corespunzatoare pentru nici unul dintre cabinete. Care este
numdrul maxim de incercdri ce trebuie facute pentru a stabili care cheie corespunde fiecarui

cabinet ?

Solutie:

Pentru primul cabinet se incearca cel mult 6 chei (dacd primele 6 chei nu corespund, a saptea este
cea buna $1 S€ 1as@ TN YALA) ..eeoiuiiiiiiiiiiie et ettt st n 2p
Pentru al doilea cabinet se incearca cel mult 5 chei, pentru al treilea cabinet cel mult 4 chei, etc.
........................................................................................................................................................... 2p
Pentru al saselea cabinet se incearcd cel mult o cheie din cele 2 ramase, iar pentru al saptelea
cabinet este cheia rAmasa (deci NICT O TNCETCAT) ....ccuvierrrreriieeiiieerieeerieesireeeteeeareesebeeessaeesnsaesneeas 2p

Numarul maxim de Tncercarieste 6 + 5 +4 + 3+ 2+ 1 =21 ooioiiiiiiiiiieeece e 1p
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1. Zece prieteni au de realizat un proiect. Pentru a stabili telefonic detaliile proiectului, fiecare
trebuie sa comunice, obligatoriu, cu fiecare din grup, o data si numai o datd. Cate convorbiri
telefonice au loc?

Solutie:

Construim graful asociat problemei.
Se observa ca este un graf complet cu 10 noduri,
iar fiecare convorbire reprezintd o muchie a grafului.

Asadar, vor fi tot atitea convorbiri, cite muchii are graful complet cu 10 noduri
(D4 BT HO0+S5 3424 1), AECIA e e 5p

2. La un PetShop sunt 20 de pisici cu ochii albastri sau verzi si cu blana cu firul scurt sau lung. Se
stie cd 30% dintre pisici nu au ochii albastri, iar 60% dintre pisici au blana cu firul scurt. Dintre
pisicile cu parul scurt, 50% au ochii albastri.

a) Exista pisici cu ochii verzi si blana cu firul scurt?
b) Aflati cate pisici au ochii albastri si blana cu firul lung.

Solutie:

30% din 20 = 6 PiSICT AU OCHII VEIZI...ceeiutiiiiiiiiiiiiiiieiie ettt st Ip
20 — 6 = 14 pisici au OChIT AlDASIIT...cuveeeiiiiiiiiiiee et 1p
60% din 20 = 12 pisici au blana cu firul SCUL..........coociiiiiiiiiiiii e 1p
50% din 12 = 6 pisici au ocii albastri si blana cu firul SCUIt..........coociiiiiiiiiiiiiiiii e, 1p
12 — 6 = 6 pisici au ochii verzi §i blana cu firul SCUIt..........cceecviiiviiiiniiie e lp
6 — 6 = 0 pisici au ochii verzi si blana cu firul TuNg .........ccccoviiiiriiiiiiii e lp
14 — 6 =8 pisici au ochii albastri i blana cu firul TuNG........cceevviiviiiiiniiiiiee e Ip

3. Fie seria statistic:
Varsta x T< x<14 | 14< x<24 | 24< x<34 | 34< x<44 | 44< x <54 54< x < 80

Efective 5 17 21 20 17 20
Frecvente
cumulate
crescator




a) Completati, in procente, tabelul la rubrica frecvente cumulate crescétor.

b) Construiti poligonul frecventelor cumulate crescator, care are varfurile M;, Ma,..., M, unde
abscisa reprezintd varsta, iar ordonata reprezintd frecventa cumulata crescator.

c) Stabiliti clasa mediana si calculati mediana seriei.

Solutie:

Varsta x T< x<14 | 14< x<24 | 24< x<34 | 34< x<44 | 44< x<54 | 54< x<80

Efective 5 17 21 20 17 20

Frecvente
cumulate 5% 22% 43% 63% 80% 100%
crescator

b) Seria statistica avand caracteristica de tip continuu (varsta), punctele M, (i = 1,_6) vor avea drept

abscisa media clasei corespunzatoare, iar drept ordonata frecventa absoluta cumulata crescator

..................................................................................................................................................... Ip
Obtinem M, (10,5;5);M,(19;22);M,(29;43); M, (39;63); M, (49;80); M (67;100) ............ Ip
"Frecvent_a cumulatd crescator (%)
- |M6 (67, 100) |
90 ~ /
w0 [M5 (49, 80) /
70 E(ag, 63) //
pd
60 /
50 [M3 (20, 43) | |/
40 /’
& (M2 (19, 22)|
20 :
|M1 (10:5, 5) |/
10
C / Varsta (x.)._
10 20 30 40 50 60 70 80
........................................................................................................................................................... Ip
C) Clasa Medianad €StE [34,44), coouuv e 1p

. o . . . C, —N, L
Mediana cu variabila cantitativa de tip continuu este M, = L+———"L.k , unde L este limita

1

N
—,dacd N este par

inferioara a clasei mediane; Cy este cota medianei, C,, = Nl ; N, este
+

———, daca N este impar
2
frecventa absolutda cumulatd crescitor pand la clasa mediana, n; este frecventa absolutd
corespunzatoare clasei mediane, iar k este amplitudinea clasei medianei (x,,, —X;) «ovvveennee. Ip

N =100; C,, :%:50;M6234+50_43

T 20 ST 1p




4. Fie K, un graf complet neorientat (orice doud noduri sunt unite printr-o muchie) cu n noduri.
a) Pentru n=4 construiti (separat) imaginea pentru fiecare circuit hamiltonian (drum care trece
prin fiecare nod al grafului o singura data, cu exceptia extremitatilor care coincid) din Ka.
b) Calculati céte circuite hamiltoniene distincte exista intr-un graf K, complet neorientat cu n
noduri.

Solutie:

Subiectul IV
a) Intr-un graf complet cu 4 noduri neorientat sunt 3 circuite hamiltoniene:

b) Algoritmul de calcul al numarului de circuite hamiltoniene distincte dintr-un graf K, complet
neorientat cu n noduri este urmatorul:
Pasul 1. Se observd cd intr-un graf complet orientat cu n noduri, numarul circuitelor
hamiltoniene este n! (cele n noduri se pot parcurge in P, moduri distincte) ..........ccccceevueeueenne. 2p
Paul 2. Se observd ca intr-un graf complet neorientat cu n noduri, coincid acele circuite
hamiltoniene care au aceeasi configuratie, iar ordinea nodurilor este fie in sens trigonometric,
fie in sens invers trigonometric (de exemplu, 1-2-3-4-1 coincide cu 1-4-3-2-1), deci numarul
circuitelor hamiltoniene se reduce la jumatate, devenind nl/2 .........ccccccoeiiiiiiiiniiinieniinnen. 1p
Pasul 3. Se observa ca intr-un graf complet neorientat cu n noduri, coincid acele circuite
hamiltoniene care au aceeasi configuratie, iar ordinea nodurilor este pastratd, alegindu-se ca
extremitate a ciclului, oricare dintre nodurile circuitului (de exemplu, 1-2-3-4-1 coincide cu
2-3-4-1-2; 3-4-1-2-3; 4-3-2-1-4), deci numarul circuitelor hamiltoniene se micsoreaza de n ori,
devenind (N-1)!1/2 .ottt ettt e st et st st 2p
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: _ a b
1. Se considerd multimea ¢/ = {(0 J,a,be R} cdt,(R)
a
a) Demonstrati ca dacd A,Be ¢/, atunci A+ Be M si A-Be M

o . a b _ a b)(1 2
b) Determinati matricea cu proprietatea ca . =1,
0 a 0 a)l0 1

b 1 2 .
c¢) Determinati matricea A = (g j astfel incat: A" = (0 J,n eN,n=22
a

Solutie:
) A+B a b N c d a+c b+d o 1
a = = E Tl e
0 a 0 ¢ 0 a+c P
AB a b\(c d ac ad+bc o 5
‘B = = E G o
0 a0 ¢ 0 ac P
a b\(1 2 a 2a+b
b) = =1, = a=1,b=-2 i, 2p
0 a)l0 1 0 a
2 2 3 2 4 4 3 n n—lb
c) A’= 4 azb (A= 4 3a3b cAY = “ a4b ; . JA"= @ na (inductie
0 a 0 a 0 a 0 a"
001 (1 10 L o3 ) USSP 1p
Daca n este numar par, atuncia =1, b = 2 saua=-1,b= 2 iar daca n este impar atunci a = 1
n n
L D e ettt e b e h bt e e bt et e e s bt e sa bt e e b bt e s bt e ebeeeeabee s Ip

2. Pe multimea G = (1,0) se defineste legea de compozitie *: G — G, data de
x*y=xy—x—y+2, (V)x,yeG
a) S se demonstreze ca legea este asociativa
b) Sé se determine elementele simetrizabile ale multimii G in raport cu legea *
c) Sa se rezolve ecuatia x*x*x*.. *x =2

2015 ori
Solutie:
a) (x*y)*z=x*(y*z)=xyz—xy—yz—=x2+x+ Y+ 2, (V) %, 0,2€ G oot 2p

b) x*e=e*x=x=e(x—1)=2(x—1),(V)x€ G==2€(1,50) rorrorrrrrrrrrrrrrrrreererreeens Ip



x*x=2=xx —x—x =0= xyzile (1,00) teee ettt e 2p
X—
c) x*yz(x—l)(y—1)+1:>x*xz(x—1)2+1

= (= 1) 41222 (0= 1) " 212 X2 2 2p
%{—/

2015 ori

3. Un stadion are o capacitate de 900 locuri. La un spectacol s-au vandut toate biletele. Un bilet
pentru copii costa 20 lei, pentru elevi 30 lei si pentru adulti 40 lei. Se stie ca numarul adultilor a
fost jumatate din numarul copiilor si elevilor la un loc, iar la spectacol s-au incasat 27000 lei.
Determinati numarul de spectatorilor din fiecare categorie.

Solutie:
Fie x, numarul copiilor, y numadrul elevilor i z numarul adultilor ........cccccoocveeiiiiiininncnnennen. Ip
Avem:
x+y+z=900 x+y+z=900
20x+30y+40z =27000 = < 2x+3y+4z2=2700 ..ccceoiiiiiiiiiiiiiiii Ip
x+y-2z=0 x+y—-2z=0
Cu regula lui Cramer avem:
1 1 1
A =12 3 = 3 et et et e es Ip
1 1 2
900 1 1
A =12700 3 4 1=7900 ..o s 1p
0 1 =2
I 900 1
Ay=120 2700 4127900 oo Ip
1 0 =2
1 1 900
A, =12 3 2700[ =900 ..o Ip
11 0
x=A)‘ =300;y=i =300,z=£=300 ................................................................................. 1p
A A A

4. O picatura de apa ia forma unui patrulater ABCD cu A(2, 3), B(6, 2), C(-3, -3), D(-5, 1). Aflati
aria acesteia. Daca picatura ar lua forma unui patrat, cu aceeasi arie, cat ar fi latura patratului ?

Solutie: ,
A2, 3)
| B(6, 2)
: T
-5\4 3 -2 -1 st 4 5 6 7
-1
-2
C(-3,-3) *

P s = O asp + T pey worvvevevvssmsesssssssssseeeessssssossssesssssseesssssssssss s eseesssssss s eesesssso Ip



| 2 31 .
App=—-mod| 6 2 1:—5 ..................................................................................................... 2p
2 2
=5 11
| 6 2 1
Aicp za-mod =3 =3 =23 2p
=5 1 1
E+23 _o Z30,5 et Ip
2 2
L=1/30,5 = 5,52208 ..ot Ip

(Orice alta metoda corecta folosita pentru aflare@ Qriei ............occcveveeeecveeeeeeciiieeeecieeeeeerieeeeeveeeens 7p)



